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[bookmark: Лекция1][bookmark: _Toc513862484][bookmark: _Toc2685635]ТЕМА 1. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ОДНИМ НЕИЗВЕСТНЫМ
Лекция 1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейное уравнение 

                          			                (1)
корни  которого в редких случаях удаётся найти точно. Как правило, они вычисляются приближённо с заданной точностью.


Определение. Значение , удовлетворяющее уравнению (1), называют корнем этого уравнения или нулём функции .


Определение. Говорят, что уравнение (1) имеет только изолированные корни, если для каждого корня , , … уравнения (1) имеется окрестность, не содержащая других корней уравнения.


Определение. Корень  уравнения (1) имеет кратность , если выполняется соотношение

.	                                                      (2)





Из (2) следует, что вместе с функцией  обращаются в нуль её производные , …,  до -го порядка включительно. Корень кратности  называется простым.
[image: ]

Рис. 1 Простые и кратные корни уравнения f(x)=0












На рис. 1. корни , ,  являются простыми, а , – кратными, поскольку для них вместе с равенствами  выполняется соотношение  (касательные к  в точках , совпадают с осью ).
Методы решения нелинейных уравнений делятся на две группы:
1) точные методы; 
2) приближенные методы.
Точные методы позволяют указать формулы для определения корней в виде некоторого конечного соотношения (формулы). Из школьного курса алгебры известны такие методы для решения тригонометрических, логарифмических, показательных, а также простейших алгебраических уравнений.
Однако, многие уравнения и системы уравнений не имеют аналитических решений. В первую очередь это относится к большинству трансцендентных уравнений. Доказано также, что нельзя построить формулу, по которой можно было бы решить произвольное алгебраическое уравнение степени выше четвертой[footnoteRef:1]. Для решения таких уравнений используются приближенные методы, позволяющие отыскать корень с заданной степенью точности. Среди приближенных методов решения функциональных уравнений наибольшее распространение получили итерационные методы. Сущность итерационного метода состоит в построении последовательных приближений к точному значению корня. При этом процедура заканчивается, когда достигнута требуемая точность. [1: ] 

Задача численного нахождения действительных корней нелинейного уравнения (1) обычно состоит из двух этапов: 
1) 

отделения корней, т.е. нахождения отрезков , в которых содержится один простой или кратный корень  уравнения (1);
2) уточнения корней, т.е. их вычисление с заданной степенью точности. 
 Рассмотрим этапы отделения корней.
Отделение корней



Известно, что если функция  непрерывна на отрезке  и принимает на его концах  значения разных знаков, то внутри этого промежутка найдётся хотя бы один нуль функции. Условие, согласно которому функция принимает на концах отрезка значения разных знаков, можно сформулировать в виде: 

Отделение корней уравнения  для непрерывной в области определения функции можно осуществить различными способами.

1) Составляют таблицу значений функции  на определённом промежутке изменения переменной х, и, если окажется, что для соседних значений аргумента значения функции имеют разные знаки, то нуль функции (и корень уравнения) находится между ними.




2) Уравнение  заменяют равносильным ему . Строят графики функций  и , искомые корни являются абсциссами точек пересечения этих графиков.

3) Строят график функции  на промежутке изменения х; тогда абсциссы точек пересечения графика с осью ОХ – нули функции (и корни данного уравнения).

[bookmark: _GoBack]4) Метод производных (метод экстремумов функции), который основан на том, что между любыми двумя нулями функции содержится, по крайней мере, один нуль ее производной. Отсюда следует, что нули функции естественно искать на интервалах, порождаемых нулями производной. Метод заключается в том, что ищут и приравнивают к нулю производную функции f'(х), а затем на отрезках  определяют знак функции f(х), где хi – корни уравнения f'(х) = 0. 

Заметим, что перечисленные способы не только позволяют отделить корни, но и определить их количество.

Пример 1. Выяснить, сколько корней имеет уравнение , и найти промежутки, в которых эти корни находятся.
Решение. Рассмотрим три функции:









Уравнение 	эквивалентно уравнению  Отделим его корни первым из перечисленных способов. Из таблицы значений функции на промежутке  с шагом изменения х, равным 1, видно, что корни уравнения существуют на отрезках  и так как значения функции имеют на концах этих отрезков разные знаки.
	x
	-3
	-2
	-1
	0
	1

	f(x)
	-14,05
	-4,14
	1,63
	3,00
	-0,72

	(x)
	-14,00
	-4,00
	2,00
	4,00
	2,00

	(x)
	0,05
	0,14
	0,37
	1,00
	2,72



Заметим, что аналогичный результат получится, если использовать второй способ, построив графики указанных функций (необходимые данные содержатся в таблице).
Пример 2. Отделить методом производных корни уравнения:
F(x) ≡ x3 + 3х2 −3 = 0.					(4)
Решение. Найдем производную F'(х) и приравняем ее нулю.
F'(х) = 3х2 + 6х = 0  →  3х(х + 2) = 0  →  х1= 0, х2= −2.
Составим приблизительную схему знаков функции F(х):
	х
	– ∞
	– 2
	0
	+ ∞

	signF(x)
	–
	+
	–
	+


Следовательно, уравнение (4) имеет три действительных корня, лежащих в интервалах (– ∞, –2), (–2, 0) и (0, + ∞). Возьмем для пробы три дополнительные точки х = – 3, х = – 1, х = 1 и составим следующую схему знаков F(x): 
	х
	– ∞
	– 3
	– 2
	– 1
	0
	+1
	∞

	signF(x)
	–
	–
	+
	–
	–
	+
	+






Тогда, ξ1(– 3, – 2), ξ2(– 2, – 1), ξ3(0, 1).
Если исследуемая функция есть полином n-й степени, то используют метод удаления корней: определяют один корень, и функцию F(х) представляют в виде F(х) = g1(х).(х – х1), где x1 – первый найденный корень, а  g1(х) – полином степени (n – 1). Затем проверяют, является ли х1 корнем полинома g1(x). Если корень имеет кратность, большую единицы, то записывают многочлен в виде F(х) = g2(х).(х – х1)2. После конечного числа шагов получают представление F(х) = (х – х1)kgk(х) и переходят к определению следующего корня при помощи gk(х). В результате получают представление 

,
где gm(x) действительных корней не имеет.
Чтобы погрешность с каждым шагом не увеличивалась, а очередной корень определялся с высокой степенью точности, следует уточнение корня производить по функции F(х), а не по функции g(х). Это особенно важно, когда удалено много (больше половины) корней.


Лекция 2. Метод половинного деления для уравнения f(x)=0




Пусть дано уравнение (1): f(x) = 0, причём функция  непрерывна на отрезке  и  






Для вычисления корня уравнения (1), принадлежащего указанному промежутку, найдём середину этого отрезка:  Если , то для продолжения вычисления выберем ту из частей данного отрезка  или , на концах которой функция  имеет противоположные знаки. Концы нового отрезка обозначим  

Новый суженный промежуток снова делим пополам и проводим вычисления по указанной схеме и так далее. В результате получаем либо точный корень на одном из этапов, либо последовательность вложенных отрезков таких, что




Число с – общий предел последовательностей  и  - является корнем уравнения (1). 
Оценку  погрешности решения на п-м шаге вычислений можно получить из соотношения (3) в виде 




Здесь  с точностью , не превышающей 
Пример 3. Методом половинного деления найти корень уравнения 


с точностью =0,01.




Решение. В предыдущем примере при отделении корней уравнения было установлено, что один из искомых корней принадлежит отрезку . На каждом шаге вычислений значение корня принимаем равным  с погрешностью . Будем производить вычисления и выбирать последовательность вложенных отрезков , используя условие (2). Имеем





Так как  и , то принимаем:  

Тогда  

Здесь 

Следовательно, 

Тогда 


Производя вычисления далее (рекомендуется воспользоваться специальной компьютерной программой), можно убедиться, что требуемая точность достигается на 7-м шаге:  с погрешностью 
Задание.
Методом половинного деления найти корни уравнений (предварительно отделив их):
1. 
с точностью до 0,001;
2. 
 с точностью до 0,01.
3. 

4. 

5. 

6. 
.

[bookmark: Лекция2]Лекция 3. Метод итераций для  уравнения с одним неизвестным

Недостатком рассмотренного ранее метода половинного деления является то, что, несмотря на его математическую простоту, он позволяет вычислить приближённое значение корня уравнения только  после нескольких последовательных его применений. Например, в  примере 3 относительно невысокая точность (до 0,01) была достигнута только на 7-м шаге. Поэтому на практике часто используют иные методы, позволяющие быстрее достигнуть приемлемой точности приближённых вычислений.
Пусть требуется решить уравнение, представленное в виде:





Правая часть уравнения – непрерывная на отрезке  функция . Суть метода итераций (последовательных приближений) состоит в следующем. Начиная с произвольной точки , принадлежащей данному отрезку, последовательно получаем:

 - первое приближение,

 - второе приближение,
…

 - k+1-е приближение,
…
Последовательность





называется последовательностью итераций для уравнения (1) с начальной точкой . Если все точки (2) принадлежат отрезку , и существует предел , то,  перейдя к пределу в равенстве




получим , то есть .
Следовательно, если существует предел последовательности итераций (2), то он является корнем уравнения (1). 
Достаточные условия сходимости последовательности итераций содержатся в следующей теореме.


Теорема. Пусть функция имеет на отрезке  непрерывную производную и выполнены два условия:


1)  при ;


2) значения функции  принадлежат отрезку  для любого х из этого отрезка.


Тогда, при любом выборе начального приближения , процесс итераций сходится к единственному корню с уравнения (1) на отрезке .

Оценка погрешности k-го приближения к корню с такова: 


,         где .
Заметим, что, чем меньше q, тем быстрее сходится процесс итераций.
Укажем теперь один из способов преобразования уравнения


к виду (1), допускающему применение метода итераций, сходящихся к корню с уравнения (4). 


Для любого числа уравнение (4) равносильно уравнению (1), где . 





Предположим, что производная  положительна и непрерывна на  отрезке. Пусть . Положим  и рассмотрим функцию:              .
Для этой функции выполняется достаточное условие сходимости метода итераций, сформулированное выше в теореме. Далее, используя формулу (5), можно находить корень уравнения (4) с любой заданной точностью.



Замечание 1. Если окажется, что производная  отрицательна на отрезке, то уравнение (4) можно заменить равносильным уравнением  и применить указанное преобразование.



Замечание 2. Если вычисление точного значения М затруднительно, то можно заменить его произвольным числом . Однако при большом значении  число  ближе к единице и процесс итераций сходится медленнее.


Замечание 3. При нахождении корня уравнения (1) с заданной точностью  или при оценке погрешности k-го приближения можно, не вычисляя точного значения числа , ограничиться следующей рекомендацией.

.


Пример 4. Решить уравнение   с точностью .




Решение. Для отделения корней представим данное уравнение в виде . Построив графики функций  и , увидим, что корень уравнения содержится внутри отрезка .
Здесь 




Положим .  Последовательные приближения найдём по формулам 

.




Для оценки погрешности четвёртого приближения воспользуемся неравенством (6). Так как , то . Следовательно,  с точностью . Заметим, что мы получили приближённое значение корня с точностью более высокой, чем задано в условии.

Лекции 4. Приближенное решение нелинейного уравнения  методом хорд (секущих)

Существуют различные математические интерпретации метода итераций, одна из них – это метод хорд. 
Рассмотрим нелинейное уравнение с одной переменной (1):  F(x) = 0.		
Всюду ниже мы будем предполагать, что функция F(x) непрерывна и имеет первую и вторую производные.
В рассматриваемом методе процесс итераций состоит в том, что в качестве приближений к корню уравнения (1) принимаются значения х1, х2, ..., хn точек пересечения хорды АВ с осью абсцисс (рис. 1). Сначала запишем уравнение хорды AB:

.
Для точки пересечения хорды AB с осью абсцисс (х = х1, y = 0) получим уравнение:


Пусть для определенности F(x) > 0 при а  х  b (случай F(x) < 0 сводится к нашему, если записать уравнение в виде − f(x) = 0). Тогда кривая  у = F(x) будет выпукла вниз и, следовательно, расположена ниже своей хорды АВ. Возможны два случая: 1) F(b) > 0 (рис. 1, а) и 2) F(b) < 0 (рис. 1, б).
[image: ]
а)
[image: ]
б)
Рис. 1 Метод хорд


а)

б)
Рисунок 1. Метод хорд
Во первом случае конец b неподвижен, и последовательные приближения: x0 = а;

				(5)
образуют ограниченную монотонно возрастающую последовательность, причем


Во втором случае неподвижен конец а, а последовательные приближения: x0 = b;


    			(6)
образуют ограниченную монотонно убывающую последовательность, причем


Обобщая эти результаты, заключаем: 
1) неподвижен тот конец, для которого знак функции F(х) совпадает со знаком ее второй производной F (х);
2) последовательные приближения xn лежат по ту сторону корня , где функция F (х) имеет знак, противоположный знаку ее второй производной       F(х);
3) итерационный процесс продолжается до тех пор, пока не будет обнаружено, что

,
где  − заданная предельная абсолютная погрешность;


Пример 1. Найти корни уравнения: x2 – 5 .sin(x) = 0. Графическим методом  на Занятии 1 был найден отрезок, на котором расположен один из корней данного уравнения [1.8; 2.2], второй корень тривиальный  − х = 0. 
Уточним первый корень на отрезке изоляции [1.8; 2.2] методом хорд с точностью ерs  = 0.00005. 
Для нахождения числового значения параметра m1 найдем первую производную функции F(x)



Так как функция Cos(x) во второй четверти отрицательна, то  


Вторая производная  так же положительна при любом х из отрезка [1.8; 2.2], следовательно,  монотонно возрастает на отрезке и достигает своего минимума в точке х = 1.8


Решение этой задачи  в среде математического пакета Mathcad приведено на рис. 6 Занятия 2.

Лекции 5. Метод касательных (метод Ньютона)

Одной из наиболее эффективных и, в то же время, простых разновидностей  метода  итераций, является так называемый метод касательных (метод Ньютона). Сформулируем условия, в которых он применим, а также запишем соответствующую итерационную формулу. 






Пусть  дано уравнение , и известно, что существует его корень , причём на отрезке  первая производная функции  не меняет знака. Предположим ещё, что и вторая производная не меняет знака на указанном отрезке (при необходимости этого можно добиться, уменьшая длину интервала, содержащего корень). Последнее условие, очевидно, означает, что кривая  либо выпукла, либо вогнута на всём данном интервале. Тогда для решения уравнения  используется следующая итерационная формула:

.


В качестве начальной точки итераций следует брать тот из концов отрезка , в котором совпадают знаки функции и второй производной. Заметим, что если отрезок  содержит внутри себя точку перегиба, то данный метод может дать значение корня, не принадлежащую отрезку. Однако, как было сказано выше, можно решить эту проблему, сузив отрезок, содержащий корень.
Оценку погрешности, при использовании метода касательных следует проводить так же, как было описано в методе итераций. 
 Данный метод обычно уже при первой итерации даёт достаточно точное значение корня и поэтому весьма эффективен.


Пример 2. Один из корней уравнения  заключён в отрезке . Найти приближённое значение этого корня методом касательных с помощью двух итераций и оценить погрешность вычисления. 









Решение. Здесь . Заметим, что на отрезке  сохраняют знак и первая и вторая производные:  Таким образом, выполняются условия применения метода касательных. В качестве  можно взять, например, , так как и . Тогда имеем . Оценим погрешность вычисления. Найдём значения  необходимых параметров: .

Тогда .

Вторая итерация: .

Оценим погрешность вычисления: = 0,01
Задание.
1. Методом итераций решить уравнения:



с точностью до 0,001.
2. Методом касательных решить уравнения:





с точностью до 0,01.

 Приближенное решение уравнения f(х) =  0 комбинированным методом (хорд и касательных)

Метод хорд и метод касательных дают приближения корня с разных сторон, поэтому их часто применяют в сочетании. Комбинации методов могут быть различны, но во всех случаях уточнение корня идет быстрее. Рассмотрим несколько вариантов расчетных схем комбинированного метода.
Пусть дано уравнение F(x) = 0, корень отделен и находится на отрезке [а, b]. Применим комбинированный метод хорд и касательных с учетом графика функции (рис. 10 и 11).
Если F'(х)F"(х) > 0 (F'(х) < 0  и  F"(х) < 0) (рис. 10), то метод хорд дает приближение корня с недостатком, а метод касательных − с избытком.
 Если же F'(х)F"(х) < 0 (F'(х) > 0 и   F"(х) < 0)  (рис. 11), то, наоборот, метод хорд дает приближение корня с избытком, а касательных − с недостатком.
Однако во всех случаях истинный корень заключен между промежуточными корнями, получающимися по методу хорд и методу касательных, т.е. выполняется неравенство
а < х < ξ< Х < b,
где х − значение корня с недостатком, а Х − с избытком.
Из этих соображений складывается следующая схема вычислений: в первом случае, когда выполняется условие F'(х)F"(х) > 0, то со стороны конца а лежат приближенные значения корня, полученные по методу хорд, а со стороны конца b– значения, полученные по методу  касательных:

;

.
[image: ]
Рисунок 10 − Графическая интерпретация комбинированного метода при F/(x).F//(x) > 0 

[image: ]
Рис. 11 − Графическая интерпретация комбинированного метода при F/(x).F//(x) < 0

Во втором случае, когда F'(х) F"(х) < 0, то со стороны конца a лежат приближенные значения корня, полученные по методу касательных, а со стороны конца  b – значения, полученные по методу  хорд. При этом расчетные формулы будут несколько иные:

;

.
Для окончания итерационного процесса может быть использовано  условие | Хn− хn| ≤ ε. За приближенное значение корня принимают среднее между Хn и хn:   ~  1/2 (Хn + хn).


ТЕМА 2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Лекция 6. Основные понятия о методах решения

Решение задачи Коши для уравнения вида 

                      (1)


заключается в отыскании функции , удовлетворяющей этому уравнению и начальному условию .
Есть задачи, для которых решение можно найти аналитически. Однако, существует большой класс задач,  решения которых можно получить только  приближенными методами. Эти методы не дают аналитического вида функции, т.е. нельзя получить значение искомой функции в любой точке. 










Для получения решения приближенными методами указанный отрезок  разбивается на n равных частей точками , так, что . При этом говорят, что задается сетка. Шагом сетки h называется расстояние между соседними точками разбиения (узлами)  , т.е. . Значение функции  в начальной точке сетки  известно: оно задается начальным условием . Значение функции в каждом следующем узле сетки рассчитывается по значению в предыдущем узле по формулам метода. Таким образом, приближенные методы позволяют найти решение уравнения в виде сеточной функции  со значениями в узлах сетки . 
Рассмотрим некоторые приближенные методы.
Метод Эйлера



Этот  метод заключается в разложении искомой функции  в ряд Тейлора в окрестностях узлов сетки  при этом отбрасываются все члены, содержащие производные второго и более высоких порядков. Запишем это разложение в окрестности узла :

.



Т.к.    и  ,  то, отбрасывая , получаем:

.





Введя обозначение ,  окончательно получаем формулу метода Эйлера, позволяющую по значению искомой функции в точке  найти ее значение  в следующем узле :

.


Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок . Это следует из того, что для получения формулы был отброшен член . 
Графическая интерпретация метода Эйлера
В основе метода Эйлера лежит идея графического построения решения дифференциального уравнения. Однако этот метод дает одновременно и способ нахождения искомой функции в табличной форме.
Пусть дано дифференциальное уравнение (1). 
Приближенно можно считать, что правая часть в (1) остается постоянной на каждом из отрезков между узлами сетки. Метод Эйлера состоит в непосредственной замене производной разностными отношениями по приближенной формуле:
[image: 100]
y-y0  = f(x0,y0)(x-x0) ,  или    y = y0 + f(x0,y0)(x - x0) .
Если x = x1, то     y1 = y0 + f(x0,y0)(x1 - x0) ,  или   y1 = y0 + hf(x0,y0) ,
если x = x2, то      y2 = y1 + f(x1,y1)(x2 - x1) ,  или     y2 = y1 + hf(x1,y1) ,
и т. д.   … ,
если x = xi+1, то   yi+1 = yi + hf(xi,yi).
Таким образом, получение таблицы значений искомой функции у(х) по методу Эйлера заключается в циклическом применении формулы:
yi+1 = yi + hf(xi,yi) ,
где i=0, 1, 2, … , n−1.
Геометрически эти формулы означают, что на отрезке [xi, xi+1] интегральная кривая заменяется отрезком касательной к кривой (рис. 1). 
[image: ]
Рис. 1. Геометрическая интерпретация метода Эйлера


Пример 1. Решим предлагаемую ниже задачу Коши методом Эйлера с заданным шагом на отрезке :




Для данной задачи можно указать аналитическое выражение для функции решения. Легко проверить, что это будет функция . Здесь специально выбрана такого рода задача, чтобы иметь возможность сравнить работу методов, зная точные значения функции решения в точках разбиения отрезка .
Проведем расчеты по формуле Эйлера.

По условию . Формула Эйлера имеет вид:


Следовательно,




Выпишем полученные по методу Эйлера значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
	

	Метод Эйлера
	Точное решение
	Ошибка
вычислений

	

	1.2000
	1.2221
	0.0221

	

	1.4420
	1.4977
	0.0557

	

	1.7384
	1.8432
	0.1048

	

	2.1041
	2.2783
	0.1742

	

	2.5569
	2.8274
	0.2705

	

	3.1183
	3.5202
	0.4019

	

	3.8139
	4.3928
	0.5789

	

	4.6747
	5.4895
	0.8148

	

	5.7377
	6.8645
	1.1268

	

	7.0472
	8.5836
	1.5364




Лекция 7.  Модифицированный метод Эйлера 
(метод Рунге-Кутта второго порядка)

Этот метод имеет лучший порядок точности, и формулу для него получают, оставляя в разложении функции  в ряд Тейлора в окрестностях узлов слагаемые, содержащие вторую производную:

.                                            (2)
Затем аппроксимируют вторую производную с помощью отношения конечных разностей:

.                                                                (3)
Подставляя выражение (3) вместо второй производной в (2), получают:

.
И после преобразования:

.                                
Заменяя производные выражениями


  и  ,


где  - найдено по формуле Эйлера, т.е.  , получают формулу модифицированного метода Эйлера:

,                                   (4)

где    


Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок . Это следует из того, что для получения формулы был отброшен член .
Графическая интерпретация модифицированного метода Эйлера.
Рассмотрим метод Рунге-Кутта второго порядка. В этом методе величины yi+1 вычисляются по формуле (4). 
Геометрически это означает (рис. 3), что мы определяем направление интегральной кривой в исходной точке (xi, yi) и во вспомогательной точке [image: 109], а в качестве окончательного − берем среднее из этих направлений.

[image: ]
Рис. 3. Геометрическая интерпретация модифицированного метода Эйлера

Пример 2. Рассмотрим ту же задачу и решим ее теперь модифицированным методом Эйлера:


Формула метода имеет вид


, где    
Проведем по ней расчеты.




Выпишем полученные по модифицированному методу Эйлера значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
	

	Модифицированный метод Эйлера
	Точное решение
	Ошибка
вычислений

	

	1.2210
	1.2221
	0.0011

	

	1.4948
	1.4977
	0.0029

	

	1.8375
	1.8432
	0.0057

	

	2.2685
	2.2783
	0.0098

	

	2.8118
	2.8274
	0.0156

	

	3.4964
	3.5202
	0.0238

	

	4.3579
	4.3928
	0.0349

	

	5.4393
	5.4895
	0.0502

	

	6.7938
	6.8645
	0.0707

	

	8.4856
	8.5836
	0.0980



Сравнивая картину погрешностей в этом методе и в методе Эйлера, можно видеть, что погрешности модифицированного метода Эйлера на порядок меньше соответствующих погрешностей метода Эйлера.

Лекция 8. Метод Рунге-Кутта


Этот метод является самым популярным, т.к. дает хороший порядок точности. Формулу для этого метода получают, сохраняя в представлении функции  в виде ряда Тейлора в узлах  большее число членов. 
	Формулы метода Рунге-Кутта имеют следующий вид:

,
где





Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок .


Отметим некоторые существенные моменты применения указанных методов для решения обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка  с начальным условием .
1. Погрешность вычислений с каждым следующим шагом может иметь тенденцию к накоплению. Отсюда  следует, что лучше применять для расчетов методы, дающие более точный результат на каждой итерации; 
2. Из рассмотренных выше методов лучшим является метод Рунге-Кутта, ошибка в котором пропорциональна шагу в пятой степени. А поскольку шаг выбирается обычно маленьким, то и ошибка мала. 
3. 


Если метод решения выбран, то следующая задача – это выбор шага . И тут возникает следующая проблема. Допустим, нужно получить значения искомой функции на отрезке , где. С одной стороны, шаг нужно взять маленьким, чтобы ошибка каждого шага была небольшой. С другой стороны, при этом возрастет число шагов вычислений, что приводит в свою очередь к накоплению ошибки. Так что шаг в каждом случае следует выбирать некоторым оптимальным образом.
Пример 3. Решить ту же задачу методом Рунге-Кутта:


Запишем формулы метода Рунге-Кутта:

,
где





Проведем по ним расчеты.  Для    будем иметь





Для    получим






………………………………………………………………..

Для    получим




Выпишем полученные по методу Рунге-Кутта значения функции и значения точного решения в этих же точках в таблицу и проследим накопление ошибки:
	

	Метод Рунге-Кутта
	Точное решение
	Ошибка вычислений

	

	1.2221
	1.2221
	0.0000

	

	1.4977
	1.4977
	0.0000

	

	1.8432
	1.8432
	0.0000

	

	2.2783
	2.2783
	0.0000

	

	2.8274
	2.8274
	0.0000

	

	3.5201
	3.5202
	0.0001

	

	4.3927
	4.3928
	0.0001

	

	5.4894
	5.4895
	0.0001

	

	6.8643
	6.8645
	0.0002

	

	8.5834
	8.5836
	0.0002



Сравнивая картину погрешностей в методе Рунге-Кутта и в рассмотренном ранее методе Эйлера, можно видеть, что погрешности этого метода на несколько порядков меньше соответствующих погрешностей метода Эйлера. Именно поэтому метод Рунге-Кутта находит наибольшее применение.
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